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基于瑞利-里兹法的岩土三棱柱堆积体的 

基底应力分布的研究 

毕  港 1，韦健飞 2，周  蕾 1 

（1. 德州 A&M 大学 扎卡里土木工程系，美国，大学城 77843；2. 广西交通科学研究院，南宁 530007） 
 

摘  要：对岩土三棱柱堆积体的基底应力分布进行了研究，在基底应力的理论解难以求得的情形下，基于瑞利-里兹法求解

出基底应力分布的近似解，并具体计算且对比了不同坡比、泊松比、基底边界条件下基底应力分布的变化，得出如下结论：

基底法向应力存在应力凹陷现象，坡度越陡，应力凹陷程度越大，底边有约束时应力凹陷程度更明显；泊松比对基底法向应

力的分布几乎无影响，泊松比主要影响基底切向应力分布的形态，且泊松比越大，基底切向应力值越大；坡比改变基底切向

应力的最大值及其所处位置，坡比越大，基底切向应力值越大，且基底切向应力最大值距离基底中心越远。 
关  键  词：基底应力分布；瑞利-里兹法；应力凹陷 
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Study of stress distribution on base of geotechnical triangular prism  
by Rayleigh-Ritz method 

 
BI Gang1，WEI Jian-fei2，ZHOU Lei1 

(1. Zachry Department of Civil Engineering, Texas A&M University, College Station 77843, USA;  
2. Guangxi Transportation Research Institute, Nanning 530007, China） 

 
Abstract: The basal stress of geotechnical triangular prism is studied. While it is impossible to get the analytical solution of basal 
stress distribution of geotechnical triangular prism, the approximate solution of basal stress distribution of geotechnical triangular 
prism is got with the Rayleigh-Ritz method. By comparison with different solutions of different slope ratios, different Poisson’s ratios, 
and different boundary conditions at the base, the results are drawn as follows. There is depression of basal normal stress on the base 
of geotechnical triangular prism. The steeper the slope is, the more depression of basal normal stress is. Much more depression occurs 
with the boundary condition of constraints on the base. Meanwhile, the value of Poisson’s ratio has little impact on the distribution of 
basal normal stress. The Poisson’s ratio mainly impacts the distribution of basal shear stress. The larger the value of Poisson’s ratio is, 
the larger the basal shear stress is. The slope ratio has large influence on the position and value of the maximum basal shear stress. 
The larger the slope ratio is, the larger the basal shear stress is, and the larger distance between the maximum basal shear stress and 
center of base is. 
Key words: basal stress distribution; Rayleigh-Ritz method; depression of stress 

 

1  引  言 

基底应力是基础底面作用于地基表面接触处的

压力。基底压力的大小和分布与上部建筑结构情况、

基础的刚度、形状、底面面积以及地基岩性等因素

有关[1]。本文要研究的基底应力是岩土堆积体底面

与下伏的岩土层接触面处的压力。本文所指的岩土

堆积体是机械或人工堆积而成的呈一定形状（如棱

柱或圆锥）的岩土体，如砂堆、矿渣堆、煤堆、公

路路堤等。 
工程实践中经常会遇到岩土堆积体的基底应

力，如高速公路的设计施工必然涉及到路堤的沉降

变形控制[2]，这与基底应力密切相关；再如研究矿

堆、煤堆的基底应力状态对设计堆高也有较大的指
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导意义。 
在 20 世纪 90 年代以前，人们处理基底应力时

都采用 Osterberg[3]所假定的线形分布。20 世纪 90
年代，陆续有物理学家如 Waston[4]、Savage[5]在其

研究中提及砂堆基底的应力并非线性分布。 
为了求解基底应力的理论解，国外学者做了（或

引用了）多种辅助假设，其中较为突出的两个假设

是径向应力场假设（radial stress field）和固定主应

力轴假设（fixed principal axes）。 
径向应力场假设最早由 Sokolovskii[6]提出，被

应用于解释砂堆内的应力状态，它提出砂堆内发生

塑性破坏时并非所有砂都达到其内摩擦角，此时动

用的内摩擦角的数值和砂自身的内摩擦角数值满足

对数螺旋关系，调整对数螺旋线的形状能够与砂堆

基底应力凹陷现象的部分试验结果相吻合。 
在Bouchaud[7]的文章中就已显现固定主应力轴

假设的雏形，后来其学生 Wittmer[8]在自然杂志上提

出该假设。固定主应力轴假设指砂堆内的主应力轴

是不变的（当然不同条件下的形成砂堆内的主应力

轴不同），通过分析选取合适的主应力轴，得到基底

应力状态与和大部分试验数据非常吻合。Wittmer
等[9－10]在其后续研究中较为详细地分析了固定主应

力轴假设的合理和不合理之处。 
本文将从弹性力学基本理论出发，在基底应力

理论解极难求解情况下，结合瑞利-里兹法分析研究

岩土三棱柱堆积体基底应力状态的近似解，并分析

不同坡比、不同泊松比对岩土三棱柱堆积体基底应

力状态的影响。 

2  基底应力分布的两类情形 

如图 1 所示，无限长（纵向长度远大于横截面

高度或底宽）岩土三棱柱，取任一横截面，考虑对

称性，按底边是否存在水平约束，分为底边无水平

约束（见图 2）和底边有水平约束（见图 3）两类情

形。图 2、3 边界条件已知，考虑理想弹性模型，岩

土三棱柱堆积体内应力分布可解。 
 

 
图 1  岩土三棱柱堆积体示意图 

Fig.1  Sketch of geotechnical triangular prism 

 
图 2  底边无水平约束 

Fig.2  Without horizontal constraint on the base 
 

 
图 3  底边有水平约束 

Fig.3  With horizontal constraint on the base 
 

3  基底应力分布的理论解 

按弹性力学基本理论[11]，应力状态满足如下平

衡微分方程： 
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式中： ( , )u u x y 为区域内任意点的水平位移；

( , )x y  为区域内任意点的垂直位移； E 为弹性

模量； 为泊松比； 为重度。 
应力表达式为 
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（3） 

联立式（1）～（3）无法求得基底应力分布的

理论解，下文转向求解基底应力分布的近似解。 

O 

φ 
A 

B 

h

x 

 y 

O 

φ 
A 

B 

h 

x 

 y 



第 3 期            毕  港等：基于瑞利-里兹法的岩土三棱柱堆积体的基底应力分布的研究                   707   

 

4  基底应力分布的近似解 

基底应力近似解的求解思路（瑞利-里兹法[12]）

如下： 
（1）假定区域内任意点的水平位移 ( , )u x y 和垂

直位移 ( , )x y 的表达式。 
（2）将上述表达式 ( , )u x y 和 ( , )x y 代入边界条

件，减少表达式中的待定参数。 

（3）构造泛函
1 ( , ) d d
2 ij ij x y x y  



       。 

（4）依据最小势能原理，对泛函进行变分求其

驻值，确定待定参数。 
4.1  底边无水平约束时 

假定任意点的水平位移 ( , )u x y 和垂直位移

( , )x y 的表达式是坐标的三次多项式，如下： 
2 2
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2 2
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式（4）、（5）自然满足位移边界条件。此时剪

应力表达式为 
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代入边界条件，有 
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式（4）、（5）可简化为 
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求得应变表达式为 
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代入式（2）求应力表达式并改写为 
2
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将式（13）～（15）代入式（3）后两个等式（斜

边上的应力边界条件），将等式按 x 的降次排列，得

到 6 个等式，8 个待定参数可以最终用两个待定参

数表示，再代入泛函表达式，通过变分求解这两个

待定参数，至此，任意点应力状态被求出。 
4.2  底边有水平约束时 

假定任意点的水平位移 ( , )u x y 和垂直位移

( , )x y 的表达式是坐标的三次多项式，如下： 

1 2 3( )u xy a a x a y              （16） 
2 2

1 2 3 4 5 6( )y b b x b y b x b xy b y         （17） 

式（16）、（17）自然满足位移边界条件。此时

剪应力表达式为 
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（18） 

代入边界条件，有 
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式（16）、（17）可简化为 
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2 2
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求得应变表达式为 
2
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代入式（2）求应力表达式并改写为 
2

2
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将式（25）～（27）代入式（3）后两个等式（斜

边上的应力边界条件），将等式按 x 的降次排列，得

到 6 个等式，消去部分待定参数（用其他待定参数

表示），再代入泛函表达式通过变分求解待定参数，
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至此，任意点应力状态被求出。 

5  几种特殊情形的基底应力分布 

按上文求解的基底应力分布解析表达式过于复

杂，不便于分析，但对于具体情形，应力表达式还

是比较容易求解的，例如，坡比 1:1，泊松比 0.3，
弹性模量 10 MPa 时，底边无水平约束时，基底法

向应力公式为 

0
20.665( 0.228 0.8 8) 6y y x x    

     
（28） 

底边有水平约束时，基底法向应力和切向应力

公式为 

0
20.705( 9) 0.75y y x   

         
（29）

 
0

20.359( 0 2) .4 4xy y x x    
        

（30） 

笔者具体计算了几种不同坡比、不同泊松比下底

边无水平约束时的基底法向应力表达式和底边有约

束时的基底法向应力表达式和基底切向应力表达式。 
为具体形象地比较不同坡比、不同泊松比下基

底法向应力分布和基底切向应力分布，笔者将横纵

坐标分别进行如下无量纲处理，如图 4～9 所示。图

中某点横坐标=底边上某点横坐标/ coth  ， coth 
为图 2、3 中底边 OA 长度。图中某点纵坐标=底边 
上某点/ /( )y h  ，其中 h指模型的高度，在不同坡 
比下保持不变。 

从图 4 可以看出，底边靠近中心处（底边上横

坐标为 0 处）存在应力凹陷现象，且随着坡比的变

化，即 cot 逐渐增大，应力凹陷程度逐渐减轻。坡 
比从 1:1 变化为 1:2.5 时，底边上横坐标为 0 处 y 由 
0.799 变化为 0.916，变化幅度达到 14.5%。 
 

 
图 4  无水平约束时不同坡比下基底法向应力分布图 

Fig.4  Distributions of basal normal stress with different 
slope ratios without horizontal constraint 

 

从图 5 可以看出，泊松比对基底应力的影响极

小，泊松比从 0.27 变化为 0.32，底边上横坐标为 0 
处 y 值随泊松比的变化幅度仅为 1.25%左右。 

对比图 4、6 可以看出，底边上的水平约束会使

基底法向应力凹陷现象比底边无水平约束时更明显。 
从图 7 可以看出，且随着坡比的变化，即 cot  

逐渐增大，底边上的 xy 最大值在变小，且 xy 最大 
值所处的横坐标向左移动。 

从图 8、9 可以看出，泊松比的变化几乎只改变 
底边上 xy 值（变化幅度可达 10%），而不改变底边

上的 y 值。 
 

 
图 5  无水平约束时不同泊松比下基底法向应力分布图 

Fig.5  Distributions of basal normal stress with different 
Poisson’s ratios without horizontal constraint 

 

 
图 6  有水平约束时不同坡比下基底法向应力分布图 

Fig.6  Distributions of basal normal stress with different 
slope ratios with horizontal constraint 

 

 
图 7  有水平约束时不同坡比下基底切向应力分布图 

Fig.7  Distributions of basal shear stress with different 
slope ratios with horizontal constraint 
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图 8  有水平约束时不同泊松比下基底法向应力分布图 

Fig.8  Distributions of basal normal stress with different 
Poisson’s ratios with horizontal constraint 

 

 
图 9  有水平约束时不同泊松比下基底切向应力分布图 
Fig.9  Distributions of basal shear stress with different 

Poisson’s ratios with horizontal constraint 
 

6  结  论 

（1）基于瑞利-里兹法求解的底边无约束和底边

有约束的两类情形下岩土三棱柱堆积体基底应力分

布的近似解，可以用二次多项式表达。 
（2）岩土堆积体的基底法向应力，并不是随基

底横坐标的变化呈线性分布，而是呈曲线分布。岩

土堆积体的基底法向应力存在应力凹陷和应力隆起

现象。 
（3）当基底无水平约束时，坡比、泊松比对基

底法向应力的分布形态有影响。首先，且随坡比变

缓，法向应力凹陷程度在减轻；其次，泊松比的改

变引起基底法向应力值的变动幅度为 1.25%左右，

而坡比的改变引起基底法向应力值的变动幅度在

14%左右。 
 

（4）底边有约束相比底边无约束时，应力凹陷程

度更明显。泊松比主要影响基底切向应力分布的形 
态，坡比改变基底切向应力的最大值及其所处位置。 
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